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第七章 微分方程(差分方程)
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考题形式

•掌握几类微分方程的求解
•与一元、多元函数微分学及级数的结合
•积分方程
•实际问题（几何、物理、经济）



内容概述
1、微分方程
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偏微分方程：…。

2、微分方程的阶

隐式形式：

显式形式：
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常微分方程：…； 

                   ——联系自变量、未知函数及其导数(或微
分)之间关系、含有未知函数的导数或微分的方程。

                                —— 微分方程中出现的未知函
数的导数的最高阶数.



3、微分方程的解

(2)通解:

n阶微分方程常用的解的形式：

,yy 例 、xe
,0 yy 、xsin

xe 解，特是 )( xCe 解。通是 )(

xCxC cossin 21 
解；特是 )(
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特解的图象:
通解的图象:

微分方程的积分曲线.
积分曲线族.

问：通解是全部解？

(1)特解: 

                               ——代入微分方程能使之成为恒
等式的函数.    

确定的函数；
含有n个独立的任意常数。



4、初始条件

过定点的积分曲线;
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二阶:
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过定点且在定点的切线的斜率为定值的积分曲线.

5、初值问题:
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求微分方程满足初始条件的解的问题.

（用来确定任意常数的条件）：



二、一阶微分方程

dxxfdyyg )()( 
——可分离变量的微分方程.
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解法 1、分离变量；  

  dxxfdyyg )()(
若 )( yG 和 )( xF 分别为 )( yg 和 )( xf 的原函数，则  

CxFyG  )()(
为微分方程的（隐式）通解。

1、若一阶微分方程可写成变量分离的形式

2、两边积分 

分离变量法



例  求 .2 的通解xy
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解 可分离变量为 ,2 xdx
y

dy
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解法：
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可分离变量

2、齐次方程 )(
x
yf

dx
dy

可写成
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3、一阶线性微分方程
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对应齐次方程通解

非齐次方程特解

通解（公式）:
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标准形式
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4、伯努利(Bernoulli)方程(数学一)

解法:
),()( 1 xQyxP
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原方程化为
;解此一阶线性微分方程

方程的通解。还原，即得  Bernoulli 

经过因变量代换化为线性微分方程.
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还原，得原方程的通解



5、全微分方程(数学一)
全微分方程。

有原函数，若   ),(),(  dyyxQdxyxP 

例如 ,xdyydx 0 ,)( xdyydxxyd 
所以是全微分方程。

是全微分方程  0),(),(  dyyxQdxyxP

为则称   0),(),(   dyyxQdxyxP
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所以不是全微分方程。

全微分方程的判定方法



解法:

1、曲线积分法：
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2、全微分的运算。

,),(),(),(      ),(   dyyxQdxyxPyxduyxu  使，则

0),(  yxdu则原方程可表为  .),( Cyxu 

:),( 的求法原函数 yxu
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是全微分方程，若  ),(),( 0 dyyxQdxyxP

3、偏积分法：



用全微分运算:
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通解为

例 .0)1()(  32  dyxdxyxx求解



 用偏积分法:
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原方程的通解为 .Cyxyxx
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解法：
特点： .,, )1(  nyyy 及不显含

次。连续积分n
)()( )1()( xfyy nn  

1、 y(n) = f (x) 型
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三、可降阶的微分方程(数学一、二)



解法：
特点： .y不显含因变量

。，降阶为：因变量换元 ),(   pxfpyp 

),;(  1Cxp 若得解

2、 y" = f (x,y') 型

),;(  1Cxy 则
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：做因变量及自变量换元
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原方程降阶为

若得其解为
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特点： .x不显含自变量
解法：
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3、 y" = f (y,y') 型
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四、高阶线性微分方程
1、n阶非齐次线性微分方程的标准形式

        (1)(n) (n )
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n阶齐次线性微分方程的标准形式
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注：n阶线性微分方程解的性质和结构



解的性质与结构

y y y p x y q x y    1 2 ( ) ( ) 0 .则 为 的解

y y y p x y q x y
y c y c y c c y p x y q x y
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　　如果 与 是 的任意两个解

则　 　、 为任意常数 仍是 的解
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　 如果 是 的一个特解 而

是对应的齐次方程 的通解 则

是 的通解




y y y p x y q x y f x   1 2(2) ( ) ( ) ( ) ,如果 与 是 的两个特解

y y y p x y q x y y p x y q x y f x        1 2(3) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( ) ,如果 与 分别是 及 的解

+y y y p x y q x y f x   1 2 ( ) ( ) ( ) .则 为 的解

y y y p x y q x y f x y p x y q x y f x        1 2 1 2(4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,如果 与 分别是 及 的解

+y y y p x y q x y f x f x    1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) .则 为 的解



  特 征 根 的 情 况      通 解 的 表 达 式

实 根 21 rr 
实 根 21 rr 
复 根  ir 2,1
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2、二阶常系数齐次线性方程
y py qy    0　

r pr q  2 0　
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3、常系数非齐次线性微分方程

通解=对应齐次线性微分方程的通解
+该非齐次线性微分方程的特解
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由非齐次线性微分方程

的结构特点
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(2)f (x)=ex[Pm1(x)cosx+Pm2(x)sinx] 型
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不是根;

是单根.



1 22 cos sinx C x C x  
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4、欧拉方程(数学一)
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5、差分方程(数学三)
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常考题型与典型例题



一、方程求解

2 1( 0)xy xe x 



y x



1 2( cos 2 sin 2 )xy e C x C x 



答案：C



2( ) 2 x xy x e e 



答案：A



2xy xe x   
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二、综合题

2 1( 0)xy xe x 

答案：C



答案：C





3 2( ) 3 2x xf x e e 



( ) .
2

x xe ef x


 



8( ) .
4

f x
x




三、应用题



2 , 2.y ax ax a  
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